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Die Schaffung requlatorischer Rahmenbe-
dingungen fiir institutseigene Schatzungen
der kreditrisikobezogenen 1-Jahres-Ausfall-
wahrscheinlichkeit von Kunden bezie-
hungsweise Vertragen (die ,probability of
default" oder kurz PD) hat tiber die letzten
Jahre in den meisten Banken zu der Ent-
wicklung von Ratingverfahren gefiihrt, die
auf der Basis von bekannten Eingangsdaten
(den Risikofaktoren) Scores errechnen und
daraus Prognosen fiir die Ausfallwahr-
scheinlichkeit PD ableiten. Dabei wird in der
Praxis meist unterschieden zwischen

- der Entwicklung eines trennscharfen Ver-
fahrens (Score-Entwicklung), das die Kun-
den beziehungsweise Vertrage hinsichtlich
ihrer Bonitdt moglichst korrekt anordnet,
ohne aber eine Aussage zu der absoluten
Ausfallwahrscheinlichkeit zu treffen und

- der PD-Kalibrierung, die den Berech-
nungsergebnissen des Verfahrens (meist
Scores genannt) eine absolute Ausfall-
wahrscheinlichkeit zuordnet.

Griinde fiir die Trennung von
Score-Entwicklung und Kalibrierung

Aus theoretischer Sicht ist eine solche
Zweiteilung nicht zwangslaufig erforderlich
- ist beispielsweise die Datengrundlage
ausreichend, statistische Verfahren wie die
oft am Markt eingesetzte logistische Re-
gression flir die Score-Entwicklung anzu-
wenden, ergibt sich eine PD-Schétzung di-
rekt aus den Regressionsannahmen, sodass
eine separate PD-Kalibrierung nicht not-
wendig zu sein scheint. Trotzdem sprechen
zahlreiche praktische Griinde fiir eine sol-
che Zweiteilung. Viele dieser Griinde sind
prozessualer Natur, aber auch aus methodi-
scher Sicht erscheint die Trennung von
Score-Entwicklung und Kalibrierung vor-
teilhaft, insbesondere dann, wenn die durch
die Score-Entwicklung (beispielsweise durch
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eine logistische Regression) implizierten PDs
systematisch zu niedrig sind, sodass eine
Korrektur durch den zweiten Schritt der
PD-Kalibrierung notwendig wird.

In der Entwicklungspraxis tritt eine wie
oben beschriebene Situation insbesondere
dann auf, wenn die auf Basis der histo-
rischen Ausfallraten geschitzte PD mit
einem Konservativititsaufschlag versehen
werden soll. Meist ist die Notwendigkeit,
Konservativitatsaufschlage auf die PD-
Schatzungen vorzunehmen, bereits durch
aufsichtliche Randbedingungen gegeben:
Institute, die im Rahmen des IRBA-Ansatzes
eigene PD-Schatzungen vornehmen, sind
namlich verpflichtet, Unsicherheiten bei
diesen Schitzungen (zum Beispiel aufgrund
von Datenmingeln, statistischen Standard-
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Ohne jede Frage hat das Risikomanage-
ment der Banken intern wie auch in der
offentlichen Wahrnehmung in den ver-
gangenen Jahren enorm an Stellenwert ge-
wonnen. Die einschldgigen Spezialisten fiir
diese Dinge sind am Markt gefragt. Sie
haben mit ihren Berechnungen in den
Instituten maBgeblichen Einfluss auf die
Steuerung gewonnen. Bei der Auswahl der
geeigneten Verfahren zur Ermittlung von
Ausfallwahrscheinlichkeiten fiir Kunden
oder Portfolios sehen die Autoren Raum fiir
eine Optimierung. Ihren Uberlequngen nach
ist es keineswegs immer sinnvoll, ver-
gleichsweise aufwendige Verfahren anzu-
wenden, sondern die Kunst besteht darin,
die fiir die jeweiligen Fragestellungen rich-
tigen Methoden auszuwdhlen. Sie plidieren
dabei fiir eine kluge Abwdgung im Lichte
der notwendigen Genauigkeit fiir das rele-
vante Portfolio und der Hohe des Entwick-
lungsaufwandes fiir das Verfahren. (Red.)

fehlern, ungenauigkeitsbehafteten Exper-
tenschiatzern) durch einen geeigneten
Konservativitatsaufschlag auf die PDs Rech-
nung zu tragen. Diese Konservativitats-
forderung wird oft in Form eines Aufschlags
auf die mittlere Portfolio-PD erfillt.

Ist beispielsweise ein Portfolio mit einer
Ausfallquote von fiinf Prozent durch die
Score-Entwicklung implizit punktgenau
auf eine mittlere PD von flnf Prozent kali-
briert, kdnnte ein Institut auf Basis einer
Analyse der Schatzunsicherheiten zu der
Schlussfolgerung kommen, dass ein Auf-
schlag von 0,5 Prozent auf die mittlere
Portfolio-PD der Schatzunsicherheit geeig-
net Rechnung tragt. Gegeniiber der ange-
nommenen konservativen mittleren Portfo-
lio-PD von 5,5 Prozent sind die durch die
Score-Entwicklung implizierten PDs (die im
Mittel eine Portfolio-PD von flinf Prozent
ergeben) systematisch zu niedrig und miis-
sen durch einen Konservativitatsaufschlag
nach oben korrigiert werden.

Konservativitatsaufschldge fiir die
einzelnen Kunden gesucht

In diesem Zusammenhang stellt sich nun
folgende Frage - wie hoch sind die Kon-
servativitatsaufschlage der PDs fiir die ein-
zelnen Kunden beziehungsweise Vertrage
zu wihlen, wenn die folgenden GroBen
bekannt sind:

- die individuellen PDs der einzelnen Kun-
den beziehungsweise Vertrage vor Anwen-
dung von Konservativitatsaufschldgen,

- die durchschnittliche Portfolio-PD vor
Anwendung von Konservativitatsaufschla-
gen und

- die angestrebte durchschnittliche Port-
folio-PD nach Anwendung von Konservati-
vititsaufschlagen.
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Die Berechnungsvorschrift, um aus diesen
EingangsgréBen die ,individuelle PD" nach
Konservativitatsaufschlag zu ermitteln,
wird im Folgenden ,Transformation der in-
dividuellen PDs" genannt.

Zur Berechnung von
Konservativititsaufschldgen

In der Folge werden zwei Methoden vorge-
stellt, die diese Frage beantworten - zum
einen ist das eine einfache Skalierungs-
Methode, die leicht zu implementieren ist,
aber insbesondere bei der Transformation
hoher PDs Ungenauigkeiten aufweist, und
zum anderen eine genauere Methode, die
allerdings einen héheren Entwicklungsauf-
wand erfordert und hohere Anspriiche an
die verfligbare Datenbasis stellt. Die Aus-
wahl einer geeigneten Methode wird dann
durch eine Abwégung der Genauigkeit der
Methode fiir das konkret vorliegende Port-
folio und des Entwicklungsaufwands be-
stimmt sein. Zundchst wird auf die beiden
Methoden eingegangen. lhre verschiede-
nen Eigenschaften und Grenzen werden
dann anhand von Rechenbeispielen illus-
triert und abschlieBend eine Zusammen-
fassung der Ergebnisse geliefert. (Eine ma-
thematische Herleitung der verwendeten
Formeln kann auf der Homepage des Verla-
ges kostenfrei abgerufen werden - siehe
den Hinweis am Ende des Beitrags. - Red.)

Die folgenden Begrifflichkeiten werden
vereinbart, um die weitere Diskussion zu
vereinfachen.

- Unter der ,individuellen PD" ist die PD
zu verstehen, die den einzelnen Kunden
vor Anwendung von Konservativitdtsauf-
schldgen zugewiesen wird. Dies kann zum
Beispiel die durch die Score-Entwicklung
implizierte PD sein. Die individuellen PDs
werden als bekannt angenommen.

- Die ,Portfolio-PD" ist die mittlere PD, die
auf dem Portfolio vor Anwendung von
Konservativitdtsaufschldgen eingestellt ist.
Sie ergibt sich als Mittelwert der individu-
ellen PDs. Die Portfolio-PD ist eine Funkti-
on der individuellen PDs und wird daher
ebenfalls als bekannt angesehen.

- Die ,Ziel-PD" ist die mittlere PD, die sich
auf dem Portfolio nach Anwendung von
Konservativitatsaufschldgen ergibt. In den
hier diskutierten Féllen ist die Ziel-PD un-
gleich der Portfolio-PD, aber ebenfalls eine
bekannte GréBe. Aus dieser Ungleichheit
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ergibt sich der Bedarf, Konservativitatsauf-
schlage fir die individuellen PDs zu be-
stimmen.

- Die ,transformierte individuelle PD" ist
die PD, die einem einzelnen Kunden nach
Anwendung von Konservativititsaufschla-
gen zugewiesen wird. Im Portfolio-Mittel
ergeben diese PDs die Ziel-PD. Wéahrend die
Ziel-PD bekannt ist, sind die transformier-
ten individuellen PDs unbekannte GroBen.
Ziel wird es sein, eine geeignete Vorschrift
fiir die Berechnung der transformierten in-
dividuellen PDs zu finden, fir die das Port-
folio-Mittel der transformierten individuel-
len PDs der Ziel-PD entspricht.

Nun werden zwei Methoden vorgestellt,
die es erlauben, die Konservativititsauf-
schldge zu ermitteln.

Methode 1: Lineare Skalierung

Die einfachere Methode, die lineare Skalie-
rung, besteht darin, alle individuellen PDs
mit einem fixen Faktor Fzu multiplizieren,
der sich als Quotient der Ziel-PD und der
Portfolio-PD ergibt. Im Eingangsbeispiel, in
dem ein Portfolio mit einer Portfolio-PD
von 5 Prozent vorliegt, fir das ein Konser-
vativitdtsaufschlag von 0,5 Prozent auf
Portfolio-Ebene angemessen erscheint, ist
der Faktor Fgegeben durch
_5,5% _

F= t0p 1.1

Ein Kunde mit einer individuellen PD von
zwei Prozent erhielte dann eine transfor-
mierte individuelle PD von 2 Prozent x 1,1
= 2,2 Prozent. Fiir die PD dieses Kunden
ergabe sich daher einen Konservativitats-
aufschlag von 0,2 Prozent.

Ein wesentlicher Nachteil dieser Methode
ist, dass sie dazu neigt, die Konservativitats-
aufschlage flir Kunden mit groBer PD zu
tiberschatzen. Besonders deutlich wird dies
in Extrembeispielen - ein Kunde mit einer
individuellen PD von 60 Prozent erhielte
mit einem Faktor F = 2 rechnerisch eine
transformierte individuelle PD von 120 Pro-
zent. Aber auch in praxisndheren Konstella-
tionen sind die Konservativitatsaufschlage
flir bereits hohe PDs bei Anwendung dieser
Methode zu hoch - grundsétzlich ist zu er-
warten, dass die Konservativitdtsaufschlage
mit zunehmender PD abnehmen (also nicht
linear skaliert werden). Die in der Folge vor-
gestellte Methode besitzt diese erwiinschte
Eigenschaft.

Dennoch kann die lineare Skalierung fiir
Portfolios mit nicht zu hohen PDs und
nicht zu hohen Konservativitatsaufschla-
gen durchaus eine gute Naherung fiir ge-
nauere Berechnungsvorschriften sein, ins-
besondere, weil die Methode ein Minimum
an Eingangsdaten bendtigt und daher sehr
robust ist. Im praktischen Einsatz ist hier-
bei die berechnete PD kiinstlich durch 100
Prozent zu limitieren. Die Giite der Metho-
de 1 ist flr das vorliegende Portfolio im
Einzelfall zu priifen.

Methode 2: Numerische nicht-lineare
Skalierung

Diese Methode beruht auf einem Ge-
dankenexperiment, das auf einer Betrach-
tung der Zahl der ausgefallenen und
nicht-ausgefallenen Kunden je (klein ge-
wihltem) Score-Bereich beruht. Hierbei
wird angenommen, dass eine Erhdhung
der Portfolio-PD dadurch bewirkt wird,
dass je Score-Bereich eine gewisse Zahl
der in diesem Score-Bereich liegenden
nicht-ausgefallenen Kunden ausfallt, und
dass die Summe der zusatzlich ausfallen-
den Kunden schlieBlich zu einer Erh6hung
der Ausfallquote auf die Ziel-PD fiihrt.
Da diese Zahl der in einem gegebe-
nen Score-Bereich liegenden zusatzlich
ausfallenden Kunden umso gréBer sein
sollte, je hoher die PD der Kunden in dem
Score-Bereich ist und je mehr nicht-aus-
gefallene Kunden in dem Score-Bereich
liegen, wird in der Methode 2 unterstellt,
dass die Zahl der in einem Score-Bereich
zusatzlich ausfallenden Kunden proporti-
onal zur PD und zu der Zahl der nicht-
ausgefallenen Kunden in diesem Score-
Bereich ist.

Da unter diesen Annahmen nur diejenigen
Kunden zusatzlich ausfallen konnen, die
auch tatsachlich im Portfolio enthalten
sind, konnen die auf Basis dieses Gedan-
kenexperiments gewonnenen PDs nicht
hoher als 100 Prozent werden. Hierdurch
entfallt der Hauptnachteil der Skalierungs-
methode - in der Methode 2 ergeben sich
in nattirlicher Weise transformierte PDs,
die nach oben durch 100 Prozent be-
schrankt sind.

Der Vorteil allgemeinerer Anwendbarkeit
dieser Methode ist allerdings dadurch er-
kauft, dass sich hier die transformierte in-
dividuelle PD nicht als direkte Funktion
der EingangsgroBen individuelle PD, Port-
folio-PD und Ziel-PD ergibt, sondern eine



numerische Optimierung eines Parameters
(namlich der Proportionalititskonstanten,
durch die sich aus der PD und der Zahl der
nicht-ausgefallenen Kunden je gegebe-
nem Score-Bereich die Zahl der zusatzlich
ausfallenden Kunden in diesem Score-Be-
reich ergibt) vorgenommen werden muss.
Dies erhoht den Entwicklungsaufwand
dieser Methode. Ob die erhdhte Genauig-
keit der numerischen nicht-linearen Ska-
lierung den Mehraufwand rechtfertigt,
muss wiederum im Einzelfall entschieden
werden.

Um einen besseren Einblick in die Eigen-
schaften und Grenzen der verschiedenen
Methoden zu erhalten, werden sie im fol-
genden Abschnitt durch eine Reihe von
Beispielrechnungen illustriert.

Rechenbeispiele

Die Eigenschaften der zwei Methoden
werden anhand verschiedener Testportfo-
lios illustriert, die mdglichst viele Anwen-
dungsbereiche abdecken. Dabei werden
Testportfolios gewdhlt, deren beobachtete
Ausfallquoten beziehungsweise Portfolio-
PDs in der Praxis auftretende Situationen
abdecken und zudem zur lllustration ein
Beispiel mit sehr hoher Ausfallquote:

Testportfolio 1:

Ausfallquote (Portfolio-PD) = 3 Prozent.
Typisch flir Unternehmens- und KMU-
Portfolios (KMU = kleine und mittlere
Unternehmen) sowie fiir risikoarme Retail-
Portfolios (zum Beispiel Baufis).

Testportfolio 2:

Ausfallquote (Portfolio-PD) = 6 Prozent.
Typisch fiir risikoreichere Retail-Portfolios
(zum Beispiel Konsumentenkredite oder
gewerbliches Retail-Geschéft).

Testportfolio 3:

Ausfallquote (Portfolio-PD) = 10 Prozent.
Beispiel flir Portfolios mit hoher Ausfallra-
te, wie sie fiir Emerging Markets auftreten
kann.

Testportfolio 4:

Ausfallquote (Portfolio-PD) = 25 Prozent.
[llustratives Beispiel flir Portfolios mit
einer sehr hohen Ausfallrate.

In diesem Abschnitt werden relative Kon-
servativitdtsaufschlage ausgewiesen, die
als Prozentsdtze der Portfolio-PD angege-
ben werden, das heiBt, ein 10-Prozent-

Abbildung 1: Relative Abweichungen zwischen mittlerer transformierter

individueller PD und Ziel-PD (in Prozent)
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Tabelle: Relative Abweichungen zwischen mittlerer transformierter individueller PD
und Ziel-PD fiir einige ausgewihlte Konservativititsaufschlige (in Prozent)

Konsevatiitarsy Portfolio 1 Portfolio 2 Portfolio 3 Portfolio 4
aufschlag M1 M2 M1 M2 M1 M2 M1 M2
5 0,00 - 0,03 0,00 - 0,03 0,00 - 0,03 0,00 -0,01
10 0,00 - 0,05 0,00 - 0,06 0,00 - 0,06 - 0,01 - 0,02
20 0,00 - 0,09 0,00 -0,11 - 0,01 -0,12 -0,14 -0,04
30 0,00 -0,13 - 0,02 -0,15 - 0,04 -0,16 - 0,46 - 0,06
50 0,00 -0,18 - 0,08 - 0,21 -0,17 -0,24 -175 -0,08
100 - 0,08 - 0,27 - 0,55 -0,32 - 1,20 -0,36 -7.86 -0,10

Konservativitatsaufschlag fiir Testportfolio
2 entspricht einem absoluten Konservativi-
tatsaufschlag von 0,6 Prozent, also einer
Ziel-PD von 6,6 Prozent.

Um die Qualitdt der Methoden zu bewer-
ten, wird nun fiir jeden Kunden in den
Testportfolios die transformierte individu-
elle PD jeweils fiir die beiden Methoden
errechnet, wobei die individuelle PD, die
Portfolio-PD und verschiedene Ziel-PDs
(die durch verschiedene Wahlen des Kon-
servativitatsaufschlags bestimmt werden)
ermittelt werden. AnschlieBend kann fiir
beide Methoden jeweils der Mittelwert der
transformierten individuellen PDs berech-
net werden. Im Idealfall sollte dieser

Mittelwert mit der vorgegebenen Ziel-PD
libereinstimmen - die Hohe der Abwei-
chung von dieser Ziel-PD erlaubt eine Aus-
sage zu der Qualitdt der Methode im be-
trachteten Parameterbereich.

Abbildung 1 zeigt fiir die untersuchten
Portfolios die relative Abweichung zwischen
den gemittelten transformierten indivi-
duellen PDs und der Ziel-PD als Funktion
der Konservativititsaufschldge. Darlber-
hinaus sind flir ausgewdhlte Konserva-
tivitatsaufschldge die Ergebnisse in der Ta-
belle zusammengefasst. Diese Zahlen sind
beispielsweise folgendermaBen zu lesen:
Fiir Testportfolio 4 (Portfolio-PD = 25 Pro-
zent) wird ein Konservativititsaufschlag
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Abbildung 2: Transformation der individualen PDs bei einem

Konservativitdtsaufschlag von 50 Prozent
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von 20 Prozent gewihlt (entsprechend ei-
ner Ziel-PD von 30 Prozent). In diesem Fall
ist der Mittelwert der transformierten indi-
viduellen PDs nach Methode 1 um 0,14
Prozent niedriger als 30 Prozent, also rund
29,96 Prozent, sodass der realisierte Konser-
vativitdtsaufschlag leicht geringer ausfallt
als vorgegeben. Nach Methode 2 fillt der
Mittelwert sogar nur um 0,04 Prozent nied-
riger aus. Beide Methoden liefern daher in
diesem Parameterbereich recht genaue Er-
gebnisse.

GroBere Unterschiede erst bei
hoheren PDs

Deutlich sichtbar ist, dass die Hohe der
Abweichungen bei der Methode 2 nur
geringfligig von der Ausfallrate der unter-
suchten Portfolios abhidngt - die maxima-
len relativen Abweichungen von der vorge-
gebenen Ziel-PD bewegen sich im Bereich
bis 0,3 bis 0,4 Prozent. Im Gegensatz hierzu
steigen die relativen Abweichungen bei der
Methode 1 mit zunehmender Portfolio-
Ausfallquote und liegen fiir das Testport-
folio 4 mit bis zu acht Prozent eine Gro-
Benordnung tber den Abweichungen der
Methode 2. Allerdings ist dieser Effekt le-
diglich bei hohen Ausfallquoten und hohen
Konservativitdtsaufschldgen sichtbar.

Auf den ersten Blick tiberraschend ist da-
gegen die Tatsache, dass die einfache
Skalierungsmethode bei geringen Ausfall-
quoten und geringen Konservativitatsauf-
schldgen genauer ist als die methodisch
anspruchsvollere Methode 2. Der Grund
hierfiir liegt darin, dass die Methode 2
einen flir die Transformation bendtigten
Parameter auf der Menge der ausgefalle-
nen Kunden schitzen muss (sieche mathe-
matischer Anhang) - diese Schatzung wird
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aber fiir niedrige Ausfallquoten und ent-
sprechend geringe Stiickzahlen ausgefalle-
ner Kunden ungenau. In diesem Fall erweist
sich die Methode 1 daher als robuster.

Abbildung 2 zeigt die transformierte indi-
viduelle PD als Funktion der individuellen
PD. ErwartungsgemdB zeigt die Grafik das
nicht-lineare Verhalten der Transformati-
onsformel in Methode 2 - wdhrend eine
individuelle PD von vier Prozent auf sechs
Prozent transformiert wird (Faktor 1,5),
wird eine individuelle PD von 60 Prozent
auf 73 Prozent transformiert (Faktor 1,2).
Wenn sich die individuelle PD einem Wert
von 100 Prozent nadhert, ndhert sich auch
die transformierte individuelle PD einem
Wert von 100 Prozent (Faktor 1). Dieses
Verhalten entspricht der Erwartung, dass
eine PD von 100 Prozent einem sicheren
Ausfall entspricht, der sich auch bei einer
Anpassung der Portfolio-PD nicht dndern
sollte. Im Vergleich zu Methode 2 ist das
lineare Verhalten der Methode 1 deutlich
sichtbar. Fiir kleine PDs dagegen zeigt sich
(wie auch aus der obigen Betrachtung der
relativen Abweichungen zu erwarten ist),
dass fiir kleine PDs die Unterschiede zwi-
schen den beiden Methoden gering sind.

Methodenwahl nach
Portfolio-Eigenschaften

In diesem Artikel werden zwei Metho-
den vorgestellt, die es erlauben, Konser-
vativitdtsaufschldge auf individuelle Kun-
den- beziehungsweise Vertrags-PDs zu
berechnen. Die erste der beiden Methoden
(Methode 1) ist eine einfache lineare Ska-
lierung, die jede individuelle PD mit einem
festen Faktor multipliziert. Die zweite Me-
thode (Methode 2) ist methodisch an-
spruchsvoller - die mathematischen Hin-

tergriinde werden im Anhang dargestellt
(siehe Homepage des Verlages - Red.).
Beide Methoden werden auf vier Testport-
folios hinsichtlich ihrer Eignung gepriift,
durch Transformation der individuellen
PDs eine vorgegebene Ziel-PD auf Portfo-
lio-Ebene einzustellen. Hierbei zeigt sich,
dass Methode 2 {iber alle Testportfolios
und Uber den gesamten PD-Bereich hin-
weg Ergebnisse erzeugt, die in den be-
trachteten Beispielen um maximal etwa
0,4 Prozent von der vorgegebenen Ziel-
Portfolio-PD abweichen.

Die Genauigkeit der Methode 1 dagegen
héangt stark von dem betrachteten Portfo-
lio ab - bei hohen Portfolio-PDs und/oder
hohen Konservativitatsaufschldgen verliert
die Methode 1 schnell an Genauigkeit.
Trotzdem zeigt sich, dass in durchaus pra-
xisrelevanten Situationen mit niedrigen
PDs und moderaten Konservativitatsauf-
schlagen Methode 1 eine gute Ndherung
darstellt, die in diesen Fallen sogar der Me-
thode 2 iiberlegen sein kann, da sie nicht
- wie Methode 2 - darauf angewiesen ist,
bestimmte Parameter numerisch auf der
Menge ausgefallener Kunden zu bestim-
men und dadurch fiir geringe Ausfall-
stlickzahlen an Robustheit gewinnt. Fol-
gende Handlungsempfehlungen lassen sich
aus diesen Ergebnissen ableiten:

- Bei niedrigen Portfolio-PDs (bis etwa
finf Prozent) und moderaten Konservati-
vitatsaufschldgen (bis etwa 50 Prozent)
liefert Methode 1 genauere Ergebnisse als
Methode 2 und ist zudem einfacher zu im-
plementieren. Fiir diese Falle ist die Ver-
wendung der Methode 1 zu empfehlen.

- In allen anderen Féllen empfieht sich die
Verwendung von Methode 2. Diese hat zu-
dem den Vorteil, dass die relativen Abwei-
chungen in den betrachteten Beispielen
generell beschrinkt sind (wohingegen Me-
thode 1 in unglinstigen Konstellationen
hoher Portfolio-PDs sehr ungenau wird),
sodass sich Methode 2 auch als Lésung an-
bietet, wenn fiir eine Vielzahl von Portfo-
lios eine einheitliche Transformationslogik
aufgesetzt werden soll.

Hinweis

Der Beitrag einschlieBlich einer mathemati-
schen Herleitung von Methode 2 kann auf der
Homepage des Verlages unter Eingabe der Auto-
rennamen oder eines Schlagwortes kostenfrei
abgerufen werden - unter www.kreditwesen.de
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Anhang: Mathematische Ableitung der Formeln fiir Methode 2

Um die weitere Diskussion zu vereinfachen, vereinbaren wir in der
Folge eine Reihe von Begrifflichkeiten und Notationen.

Die individuellen PDs, die sich implizit aus der Score-Entwick-
lung ergeben und zu korrigieren sind, bezeichnen wir mit

PD,;
wobei der Index i liber die einzelnen Datensdtze der Entwick-

lungsstichprobe lauft. Die Gesamtzahl der Datensitze bezeichnen
wir mit n.

Aus diesen individuellen PDs ergibt sich eine mittlere Portfolio-
PD von

1<
PD=--" PD,
i=1

Unser Ausgangspunkt ist, dass eine angestrebte mittlere Portfo-
lio-PD bekannt ist, auf die die individuellen PDs zu transformie-
ren sind. Diese angestrebte mittlere Portfolio-PD nennen wir kurz
Ziel-PD und bezeichnen sie mit

PD’

Die (derzeit noch unbekannten) transformierten individuellen
PDs seien

PD'

Die Gesamtzahl der beobachteten ausgefallenen Kunden in der
Entwicklungsstichprobe bezeichnen wir mit N, die Zahl der
nicht-ausgefallenen Kunden entsprechend mit N,. Auf dem Port-
folio, das sich im Rahmen unseres Gedankenexperiments ergibt
(bei dem wir davon ausgehen, dass von den nicht-ausgefallenen
Kunden eine gewisse Zahl als doch ausgefallen angesetzt wird,
wobei diese Zahl so zu bemessen ist, dass die Ausfallquote auf
diesem angepassten Portfolio gerade der Ziel-PD entspricht) nen-
nen wir diese GroBen entsprechend Ny' und N,. Wir nehmen an,
dass die Score-Entwicklung jedem Kunden i jeweils einen Score s
zuweist. Die Haufigkeitsverteilung des Scores auf der Entwick-
lungsstichprobe fiir die ausgefallenen Kunden sei pp(s), fiir die
nicht-ausgefallenen Kunden p,(s). Analog bezeichnen wir die die
Haufigkeitsverteilungen in unserem Gedankenexperiment mit
Py(s) und p,(s) .

Es gilt

fds Py(S) =fds Py(S) =fds pA(S) =fds pa(s) =1

Wir betrachten ein Score-Intervall [s, s+ As], wobei As als klein
angenommen wird. Innerhalb dieses Score-Intervalls liegen

s+ As s s
n,(s, s + As) = ND-L ds'p,(s)

ausgefallene Kunden. Fiir diese Berechnung werden die relativen
Haufigkeiten der Score-Verteilung fiir die ausgefallenen Kunden
liber alle die Scores integriert, die in das vorgegebene Intervall
[s, s+As] fallen. Wahlen wir As geniigend klein, ist p,(s') iiber
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das Integrationsintervall nahezu konstant, und wir erhalten
np (s, s+As) = Np - pp (s) - As

Analog gilt fiir die nicht-ausgefallenen Kunden
Ny (S, s+As) = N, - pals) - As

Die dem Score s zuzuweisende PD kénnen wir nun aus dem Quo-
tienten der Anzahl ausgefallener Kunden und der Gesamtzahl der
Kunden im Intervall [s, s+ As] berechnen:

n,(s) N, p,(s)

PD(s) = n,(s)+n,(s) - N, p,(s)+N,-p,(s)

Dabei ldsst sich der Quotient von N, und Nj durch die mittlere
Ausfallrate AR des Portfolios ausdriicken:

N, N, 1-AR
R = = =
N, +N, N, AR
Es folgt
1
PD(s) = =
& 1-AR P68
T4——— - AT
AR p,(s)
und

WJFZH PDi=jds p(s)PD(s)= AR
i=1

Unter unseren Annahmen ist also die mittlere Ausfallquote des
urspriinglichen Portfolios gleich der mittleren PD des urspriingli-
chen Portfolios, wie es aus Konsistenzgriinden auch zu erwarten
ist.

Wir kommen nun zu dem Transformationsverhalten. Analog zu

) NyopylS
n,(s) +n,(s) N N, p,(s)+N,-p,(s)

PD(s) =

gilt nach der Transformation

n',(s) N’y p'o(s)

PD's) =n‘D(s] +n',(s) - N' - p',(S)+N' - p',(s)

Wegen
N =Np+ Ny=Np+ N,
konnen wir schreiben

N'y = Np + AN
N',= N, - AN

Da wir Konservativititsaufschldge betrachten, gilt AN>O (Erho-
hung der Portfolio-PD durch die Transformation).



In diesem Fall setzen wir an

n'p(s) = np(s)+ min {1, - PD(s)} - n,(s)

Diesem Ansatz liegt die Uberlegung zugrunde, dass die Zahl der
in einem (geniigend klein gewahlten) Score-Intervall [s, s+ As]
bei Erhohung der Portfolio-Ausfallrate zusétzlich ausfallenden
Kunden proportional zu der Zahl der bisher nicht-ausgefallenen
Kunden in diesem Intervall n,(s) und auch proportional zu der
Ausfallwahrscheinlichkeit der Kunden in diesem Score-Intervall
PD(s) ist. Die verbleibende score-unabhzngige Proportionalitats-
konstante nennen wir o. Dabei ist die Zahl der Kunden, die in
dem Score-Intervall zusétzlich ausfallen kann, nach oben durch
die Zahl der nicht-ausgefallenen Kunden in diesem Score-Inter-
vall beschrankt. In anderen Worten: Der zweite Summand in un-
serer Transformationsformel darf maximal gleich n,(s) sein. Dies
wird durch die Minimum-Funktion erzwungen.

Da sich die Zahl der nicht-ausgefallenen Kunden um denselben
Betrag verringern muss, um den die Zahl der ausgefallenen Kun-
den im selben Score-Intervall steigt, gilt analog

n's(s) = nu(s) - min {1,a - PD(s)} - n,(s)

Es stellt sich die Frage, wie der Proportionalitdtsfaktor o zu be-
stimmen ist. Hierzu integrieren wir die Transformationsformel fiir
die ausgefallenen Kunden {liber den gesamten Score-Bereich und
erhalten

jds n',(s) =fds n,(s) +jds min{1, a- PD(s)} - n,(s)

= N, = ND+jds min{1, a- PD(s)} - n,(s)

Wegen N’y = Ny + AN folgt

AN =N - (PD' - PD) =jds min{1, o - PD()} - n,(s)

Aus dieser Gleichung kann der Wert von o bestimmt werden, wo-
bei das folgende Argument zeigt, dass eine entsprechende Losung
existiert und eindeutig ist: Die rechte Seite ist eine streng mono-
tone Funktion von a. Fiir «— 0 geht die rechte Seite gegen 0 und
ist kleiner als AN. Fiir a— co geht die rechte Seite gegen N,. Da
AN nach oben durch N, beschrinkt ist, ist die rechte Seite in die-
sem Fall gréBer oder gleich AN. SchlieBen wir den Extremfall
AN = N, aus, der eintritt, wenn als Ziel-PD 100% gewéhlt werden
und der daher nicht praxisrelevant ist, folgt hieraus, dass die
Gleichung eine eindeutige Losung in o besitzt mit 0 <a <oco. Die-
se Losung kann mit numerischen Standardmethoden fiir ein ge-
gebenes Transformationsproblem bestimmt werden.

Mit bekanntem « setzen wir unsere Transformationsformeln fiir
n'p(s) und n's(s) in

n'y(s)

PD'G) = n',(s) +n',(s)

ein und erhalten fiir PD'>PD (ErhGhung der Portfolio-PD
durch die Transformation)

PD* (s) = PD(s) + (1- PD(s)) - min{1, o - PD(s)}

wobei o aus der Gleichung

N - (PD' - Fﬁ):jdsmin{m-PD(s)} “n,(s)

numerisch zu bestimmen ist.

Kreditwesen 8 /2014 -S.25 /000





